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1. MATRICE INVERSABILE N ¥, (C), ne{2,3}

Breviar teoretic

e Fie Ae M, (C). Matricea A se numeste matrice inversabil dacd exista Be M, (C), astfel
incit A-B=B-A=1I,.

o Matricea B se numeste inversa matricei 4 si se noteazd B = A7

e O matrice 4eM,(C) este inversabild daca si numai daca det(A)#0.

Calculul matricei inverse

o Are loc egalitatea:
SIS
det(A4)

Elementele matricei adjuncte 4™ sunt complementii algebrici ai elementelor matricei

. A", unde A" este matricea adjuncta a matricei 4 .

transpuse ' 4 . Complementul algebric &, al elementului a; este dat de relatia &, = (—1)i+j Ay,
unde A, este minorul elementului J;.
e Daci 4, Be M,(C) suntinversabile au loc relafiile:
) (47) =4 b) (4B)' =B"-4".
e Dacd A este inversabild, atunci:
o solutia ecuatiei AX =B este X =A™ -B;
o solutia ecuatiei XA=B este X =B-A".

Exercitii §i probleme rezolvate

1 11 1 01

1 2 1 -1
1. Si se determine dacd matricele 4= 3 s , B= g 3 ,C={2 11|, D=|2 1 1
311 31 2

sunt inversabile.
Solutie
O matrice este inversabild daci are determinantul diferit de zero.
Obtinem: det(A4)=5-6=-1=0, det(B)=3-3=0, det(C) =0, det(D)=0.Rezultd ca

matricea 4 este inversabild, iar matricele B, C, D nu sunt inversabile.

. o ; m . -
2. Sise determine m e C pentru care matricea 4 = 8 este inversabila.
m

Solutie
Avem ci det(4)=16—m’". Din conditia det(A4)+#0 se obine ca m* —16 # 0, deci
m# +4 saum e C\{~4,4}.
M
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3. Sa se calculeze inversele matricelor:

311
2.1
a) Az[ J; b) 4A=|1 1 1|
32
0 01
Solutie

2 3
a) Avem det(A) =2-2-3=1, deci 4 este inversabila. Se obtine ci ' 4 = (1 )

Complementii algebrici: &, =2, &, =-1, 0, =-3, 6,, =2.

. (2 -1 . (2 -1
Matricea adjuncti este 4 =( " 2), iar matricea inversi 4™ = ! <A =[ )

310
b) Se obtine det(A)=2, deci 4 este inversabild. Avem: ‘A=|1 1 0/ Calculim
1 11

0 10 11 1 0
complementii algebrici: 6, = =1, J,=- 1,8, =0, 5, =— =-1,
1 11 11 - 11
30 31 10 30 31
S, = =3, J,=— =-2, 6, = =0, &, =— =0, &, =72,
“ 11 - 11 N0 1 0 11
1 -1 0 1 -1 0
Matricea adjunctd se scrie 4" =| -1 3 -2| jar 47 = 5 -1 3 =2
0 0 2 0o o0 2
3 x+2 2

4. Sasedetermine m € R, pentru care matricea 4=| x+2 x—1 x| este inversabili pentru

m+3 x+1 3
orice x € R.
Solutie

Matricea A4 este inversabili daci det (A) #0.
Se obtine det(4)=(m—-1)x’—2x+2m-3. Din det(A) =0, VxeR, se obtine ci

A=4-4(m-1)(2m-3)<0. Rezultd inecuatia de gradul 2 in m, 2m*> —5m+2 >0 cu solutia

me| —o, 1 U(2, o).
2

5. Se considerd matricea 4 € M, (R) cu proprietatea ci 4* = 0,. S se arate ci matricele
I,— A4 si I, + 4 sunt inversabile.
Solutie

Avemsuccesiv: [, =I,~0, =1, - A*. Dar I, — 4> =(I, - 4)-(, + A) si, astfel,
(1,—A)-(1,+ A) = I,. Din aceasta relatie rezulti ca (1,-4)" =(1, +A4)si (L+4)" =1,-4.

A —————————
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Exercitii si probleme propuse

1. Aflati care dintre matricele urmatoare este inversabila:

. 1 3 0 -1 =3 2
1 2 2 3 1 i
A= ; B= ;0 C=|. . D=|2 -1 0|, E={2 6 —4
30 4 6 i1
0 2 1 5 15 -10
2. Aflati care dintre matrice sunt inversabile si determinati inversele lor:
) 2 1 b) 39 ) 5 -1 4 i 2\1
a 5 5 Y 5 .|
5 4 2 6 1 3 -2 i)
. 1 0 1 -2 7 3 -3 1)
cosa sina
e)(, ]; N1 1 14 2|0 1 =2} h)|-3 5 =21
—sinag cosa
011 0 0 1 1 -2 1

3. Aflati valorile parametrului a real pentru care fiecare din matricele de mai jos este inversabild
si pentru valorile gsite determinati inversa matricei: g
1 1 a 2 a 1 a+l a-1 0

a)(alj; b)(laH]; Ol3 =2 3 o1 1 0y 9 1 1 1]
0 3 2 4
3 i 1 0 -1 2 0 1 1
30 0 2 1 3
4. Fie matricele: 4=|2 1 0;B=|4 1 2}.
121 00 1

a) Aratati ci matricele sunt inversabile;
b) Calculati A4™',B™, (AB)_1 si aritati ci: (AB)ﬁ1 =B".4"

1 a+1 2
5. Aratati cd matricea 4=|1 1 b+l este inversabila pentru orice a,b € R si determinati
1 1 1
inversa ei.
1 0 -1 1 01
6. Fie matricele: A={0 1 0 |[,B={0 1 0
0 0 1 0 0 1
a) Calculati 4B si B4,
b) Determinati inversa lui B .
1 2
7. Se considerd matricele 4 =[(1) ? ~02j,B =|0 -1|.Sunt matricele AB si BA inversabile?

0

8. Fie matricea 4 =

—_— O N
S W

0
1 |. Si se calculeze determinantul inversei matricei date.
1

M
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1 2 1
9. Fie matricea A4 :[ j Aflati a §i b numere reale stiind cd A4* = (0
a

,Al=4",
1 m+1 m

*

10.Fie matricca A=|m m—-1 3 |,meR.Aflati m stiindci A" =4".

0o 2 =2
2 x 3
11.  Aflafi parametrul real m pentru care matricea d =| x -1 x ,meR este inversabild
1 2 m

oricare ar fi x real.

1

12. Fie matricea A=
m—1 mn+l

] . Aflati valorile m,neR stiind ci: det4=2,

1

A=
-2

|- o

) . -8 13
13. Fie matricea 4 = :
-5 8

a) Arataticd A’ =1,; b) Demonstrati ca: (1, —A)*l = %(12 +4).

2 00
14. Fie matricea: Az{O 1 0.
o 11
a) Aritafi cd A4 —44+51,)=21;
b) Calculati 4.

1 2 3
. . ; . 1
15. Fie matricele A=|1 2 3|si B=A-1, Aritatici B :gA—Iy
2 46

2 5
16. Se considerad matricea 4 = .
4 10

a)  Sase determine me R pentru care A* =mA;

b)  Sése determine p,q € R, pentru care (A1, )_1 = pA+ql,. este inversabili.

17. Fie B o matrice astfel incat B* = O, . Aritati ca matricea I, + B este inversabila si
determinati inversa ei.

“________—___—_—
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. : l Be :
18. Se considerd matricea 4 = (3 3j si multimea G ={X (a)/R,X(a)=1,+a- A}.

a) Aritaticd X (4) - X(B)=X(a+b+ 4ab);
b) Determinati valorile lui a € R, pentru care X (a) este inversabila.

1

¢) Calculati (X (1)) -

1 2 3
19. Fie matricea A=|1 2 -3 | sipentruun a real fixat fie B=aA+1,.
1 2 3

a)  Este matricea 4 inversabila?
b) Determinati B

20. Fie matricea A=

- O N
o W O
N O -

a) Aritatici A’ =44-3L;

b)  Aritati cd matricea 4 este inversabild si determinati 4~

; a+b b
21. Se dd matricea M(a,b)= ,a,be Q.

b a-b

1 1
a) Daca B:[l 1] aratati cd M (a,b)=al, +bB si B =21,

b
b) Aritaicd M~ (a,b)=M| ———.~ :
) y (a.5) (a2—2b2 a2—2b2j
011
22. Fie matricea AeM,(R),4={1 0 1 .Calculati detA si A~ siaratagi ca:
1 10

det(4™ +1,)= %det(A+I3).

determinati matricea A.

N o= O
- O O

1
23. Daca 4" =|2
3

S 2
24. Fie matricele 4,B din M, (R) astfel incit 4B = (7 3] .Calculati AB+(BA)".

. . . cosa -—sina cosa sina
25. Fie o €R si matricele Az[ . j,B=( . : j
sina cosa sina@  —cosa
a) Determinati 4™ si B™;
b) Pentruce « € R matricea B este inversa lui 47
N
Determinanti 9



l1+a> ab ac
26. Fiematricea A=| ba 1+b* bc , a,b,c € R. Ardtati ci matricea 4 este
ca cb  1+¢°
inversabila si determinati inversa ei.
27. Fie A4,Be M,(CT) astfel incat AB = A+ B,
a) Aridtati ci AB = BA;
b) Demonstrati ci 4 este inversabili daci sinumai dacid B este inversabili.

28. Fie 4 o matrice inversabild de ordinul doi cu elemente numere reale. Aritati ci:

(4 =(4)"

111
29. Fiematricea A=|1 1 1/|.Si se arate ca:
111
a) A°=34; b) I, — A este inversabili si inversa ei este I —%A ’

2. ECUATH MATRICEALE

1. Rezolvati ecuatiile matriceale:

1 2Y (31 31 4 4
a) X = : b) X = ;
0 1 11 8 3 11 11
-1 0 1 0 1 2 3
0 X - , d) F=|" |,
1 1 2 1 1 4 4

Solutie

_ 1 2 1 2\ (31 _ 1 2 .
a) Fie 4= . Rezultici X = . . Matricea 4 = are det(4)=1si
0 1 01 11 01

1 0
4= (2 lj' Complementii algebrici sunt 6, =1 8, =-2, 6, =0, 8, =1. Matricea adjuncta
. (1 =2) . 4 (1 =2
este 4 = ,lar 47 = :
0 1 0 1

. .. 1 -2)(3 1 1 -1
Solutia ecuatiei este X = . = :
0 1 11 1 1

31
b) Fie A= (8 3]. Se obtine det(4)=9-8=1, deci A este inversabili. Avem succesiv:

1 -8 3
L 3 -1\ (4 4) (11
ecuatiet este: X = . = .
L—S 3 11 11 11
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, @ : -
c) Fie A= ' 1.Avemcadet(A)z—l, A= R 1,5“=1, 5, =0,

" 1 0) . 1 0 -1 0 oo )
Sy=-1,0,=-1 4= 1 -1 sid =- 1 -1 = L1 . Solutia sistemului este

1 0y(-1 O -1 0
X = . = .
2 1 1 1 -1 1
12 § S T R T A R | .
d) Daci 4= , avem cd det(4)=2, ‘4= A" = si A== )
1 4 2 4 -1 1 2\-1 1

. .. 1(4 -2)(3 1(3
Solutia ecuatiei este X = — . =—| |
2\-1 1 4) 21

2. Si se rezolve ecuatiile:

1
1 2 -1 2 3
a) X = : b) X0
2 1 1 1 3
0
Solutie .
1 2 . , 1 2 . 1 2
a) Daci 4= rezultd ci det(4)=-3,'4= LA = ,
2 1 2 1 -2 1
= =—_1 1 =2 zl -1 2 '
‘ 3{—2 1) 32 -1

. o 48 1(-1 2Y-1 2 3} 13 0 3 1 01
Solutia ecuatiei este X =~ =— = .
32 1)Lt 1 3) 3(-3 33 -1 11

N
o O W o=
[ i =]

1 2 3
b) Matricea A=|0 1 1| are det(4)=1,deci este inversabila.
0 01
1 0 0 1 -2 -1 1 =2 -1
Se obtine ‘4=12 1 0}, A =0 1 -1|si A1'=10 1 -=1}|.
311 0 0 1 0o 0 1
2 1 0 2 -3 3
1 -2 -1
-1 3 1 -1 5 -1
Rezulticd X = 40 1 =1i=
4 0 1 -8 -3
0 O 1
2 01 2 =2 -1

3. Sise rezolve ecuatia matriceald:
1 2 3 2 11
X = .
35 4 3 01
Solutie

—
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